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1 Uktady dynamiczne z jedng zmienng

1.1 Podsumowanie pigtego wykladu

Uktad dynamiczny jest to model matematyczny rzeczywistego zjawiska przyrody, ktérego
ewolucja jest wyznaczona jednoznacznie przez stan poczatkowy; najczesciej jest opisany ukta-
dem rownan rozniczkowych zwyczajnych, zwanym réwnaniem stanu.

Pierwszym przyktadem uktadu dynamicznego, ktéry poznalismy na wyktadzie jest model
wzrostu populacji:

dn

dt

Gdzie n(t) to wielkosé populacji (np. bakterii lub krélikow) w czasie ¢, a parametr k to

stata opisujaca tempo wzrostu populacji. Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja n(t) (w

odréznieniu od réwnan znanych z lekcji matematyki, w ktérych niewiadoma jest liczba). Na-
uczyliSmy sie znajdowaé¢ rozwigzania rézniczkowe na dwa sposoby:

kn (1)

1. analitycznie - poprzez znalezienie (np. przez zgadniecie) funkcji matematycznej, ktora
spehlia to réwnanie,

2. numerycznie - poprzez przyblizenie rozwigzania réwnania, sprawdzajac jak zmienia sie
wartos¢ funkeji w kolejnych krokach czasowych

Podczas ¢wiczen z matematyki nauczymy si¢ rozwiazywacé rownania i bada¢ ich wlasnosci
analitycznie, a na laboratoriach komputerowych nauczymy sie rozwiazywac je numerycznie.

Na przyktad pokazmy, ze rozwiazaniem réwnania (1)) jest funkcja n(t) = noe*. Sprawdzamy
to obliczajac lewa (L) i prawa (P) strone réwnania:

d d d
= d—? = T (noekt) = nO& (ekt) = noke
P =kn = noke™



Jak wida¢ L = P dla dowolnej wartosci staltej ng. Jest to tzw. ogdlne rozwigzanie réwnania
rozniczkowego, ktore charakteryzuje sie istnieniem takiej dowolnej statej. Jej warto$¢ zalezy
od warunku poczatkowego, czyli wartosci n(t) w czasie t = 0. W naszym przykladzie jest to
poczatkowa wielko$é populacji n(0) = ng. Przyktadowe rozwiazania dla k = 1 i réznych wartosci
no przedstawiam na Rysunku . Rozwigzanie, ktore spetlnia zadany warunek poczatkowy
nazywamy rozwigzaniem szczegolnym.
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Rysunek 1: Rozwigzania szczegdlne rownania

1.2 Zadania do pigtego wykltadu

Zadanie 1

Predkosé ciata v(t), na ktére dziata sita oporu powietrza jest opisane réwnaniem rézniczkowym:

dv_

i L
a - Y

gdzie k to jest staty wspotczynnik oporu powietrza.

1. Pokaz, ze rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja:

1
C+kt

u(t) =
gdzie C' to dowolna stala.

2. Predkos$é poczatkowa ciata wynosi v(0) = 10ms™, a wspdtezynnik k& = 0.01m~!. Okresl
warto$¢ statej C', a nastepnie oblicz predkosé¢ ciata w czasie t = 10s i 30s.

3. Naszkicuj wykres v(t). Opisz co dzieje sie z predkoscia jak ¢ — co.



Zadanie 2 (zagadka kryminalna)

Do opisu procesu stygniecia czesto wykorzystywanym modelem jest tzw. prawo stygniecia New-
tona. Zgodnie z nim szybkos$¢ utraty ciepta jest proporcjonalna do réznicy temperatury miedzy
obiektem a temperatura otoczenia. Matematycznie mozna je wyrazi¢ jako:

dT
KT -1) e

gdzie T'(t) oznacza temperature obiektu w czasie ¢, Ty to temperatura otoczenia, a k to pewna
stata.

1. Wykaz, ze rozwigzaniem réwnania jest funkcja:

T(t)=To+Ce™

gdzie C to dowolna stala. Znajdz jej wartos¢ przy zatozeniu, ze w czasie t = 0 temperatura
ciata wynosita T'(0) = Tyiars-

2. Naszkicuj wykres funkeji T'(t).

3. Policja odnalazta ciato ofiary morderstwa o godzinie 1:00 w nocy i zmierzyta jego tem-
perature, ktéra wynosita woéwcezas 29°C. Po godzinie ponownie przeprowadzono pomiar i
okazalo sie, ze temperatura ciata spadta do 27°C. Przez calg noc temperatura powietrza
byta stata i wynosita 21°C. Oszacuj czas zgonu przy zalozeniu, ze ciato mialo woéwczas
standardowa temperature ciata cztowieka (37°C).

Wskazowka: Zacznij od oszacowania stalej k.

Zadanie 3

W tym zadaniu sprébujemy napisa¢ wtasne proste uktady dynamiczne modelujace rzeczywiste
zjawiska.

1. Napisz rownanie na zmiane populacji panstwa w czasie uwzgledniajac liczbe narodzin i
zgonoéw. Jak mozna rozbudowaé ten model przy zalozeniu statego naptywu imigrantow w
czasie?

2. Napisz rownanie opisujace szybkos$¢ zmiany stezenia dymu papierosowego w zamknietym
pomieszczeniu przy zatozeniu, ze w pomieszczeniu znajduja sie palacze, a powietrze jest
wymieniane z otoczeniem poprzez wentylacje.

3. Napisz réwnanie opisujace temperature wody w zamknietym garnku powoli podgrzewa-
nego na kuchence przy zatozeniu, ze czes¢ ciepta ucieka przez Scianki.

Zadanie dodatkowe dla ambitnych: Sprobuj znalezé rozwigzanie dla wybranych z po-
wyzszych modeli. Wykonanie tego zadania moze by¢ tatwiejsze po rozwiazaniu innych zadan z
tego zestawu.
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Rysunek 2: Tlustracja rozprzestrzeniania si¢ kropli. Pochodzi z pracy ”Airborne transmission
of respiratory viruses” opublikowanej w Science (https://www.science.org/doi/10.1126/
science.abd9149), przy czym czerwone strzatki przedstawiajace sktadowe predkosci kropli
zostaly naniesione przez nas.

Zadanie 4 (dystans spoteczny)

W niniejszym zadaniu poznamy prosty model, ktory okredla jaki dystans powinny utrzymac
osoby, zeby unikngé¢ zarazenia sie wirusem Sars-Cov-2. Wirus ten przenosi sie gtéwnie droga
kropelkowa, a zgodnie z badaniam{| najwigksze jego stezenie zaobserwowano w kroplach o
srednicy powyzej 0.1mm (wirus tez przenoszony jest w duzo mniejszych kroplach, ale w znacznie
mniejszym stezeniu). Na lot tych kropli wptywaja dwie sity, grawitacja (dziatajaca w dot) i opor
powietrza (skierowany przeciwnie do predkosci kropli).

Opiszmy prosty model opisujacy jak predko$¢ kropli zmienia sie w trakcie kaszlenia. Sktada
sie ona z dwoch sktadowych, pionowej v(t) i poziomej u(t) (patrz Rysunek [2)). Zmiane predkosci
kropel opisuja nastepujace rownaniaf}
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A
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gdzie g ~ 9.81ms™2 to sita grawitacji, a k to staly wspdtezynnik oporu powietrza. Poczatkowo
zaktadamy, ze krople maja wytacznie predko$¢ pozioma ug, tzn. v(0) =0, a u(0) = uo.

1zré6dto: Chia C. Wang i inni. ” Airborne transmission of respiratory viruses.” Science 373.6558 (2021)

2Jest to tak zwany model Maxeya-Rileya, i zostal on wykorzystany w kontekécie roznoszenia sie wiruséw
SARS-CoV-2, m.in. przez Avshaloma Offnera i Jacquesa Venneste w pracy pt. ”Lifetime of respiratory sali-
va droplets” (https://arxiv.org/pdf/2111.06227.pdf)), choé autorzy uwzglednili réwniez proces parowania
wody, z ktorej sktada sie kropla $liny. My jednak na potrzeby tego ¢wiczenia uprosciliSmy ten problem.


https://www.science.org/doi/10.1126/science.abd9149
https://www.science.org/doi/10.1126/science.abd9149
https://arxiv.org/pdf/2111.06227.pdf

1. Pokaz, ze ogblnymi rozwigzaniami rownan sa:
U(t) = C’le‘kt

v(t) = —% + Chekt

dobierz tak stale C; i Cy, zeby réwnania spelnialy warunki poczatkowe, v(0) = 0, a
u(0) = uo.

s’ . o . o . . . . . . . . _ d
2. Predkosc¢ zgodnie z jej definicjg opisuje zmiang potozenia kropli w czasie, tzn. x = < oraz
Y= %. Pokaz, ze potozenie kropli jest wyrazone réwnaniami:

z(t) = —%e‘kt +C}

9, Co
t)y=-Zt- 22k 4 C
y(t) =—t-~ 4
Przypusémy, ze kaszlaca osoba ma wysokosé H. Przyjmijmy zatem, ze (0) =01 y(0) = H
Zmajdz wartosci C5 i Cy, ktére opisza te warunki poczatkowe.

3. Krople o érednicy 0.1lmm majg wspo6tczynnik oporu powietrza w przyblizeniu k ~ 8s7!.
Przyjmujac, ze krople sg wykaszliwane z predkosciag poczatkowa wuy = 10ms™! oszacuj
maksymalny dystans jaki one przebeda w kierunku poziomym mierzac od miejsca, gdzie
znajduje si¢ osoba kaszlaca. Czy wysokosé osoby ma tutaj znaczenie? Jak ma si¢ ten
wynik do reguty dwoch metréw jaka obowigzywata w trakcie epidemii koronawirusa?

4. Oszacuj maksymalny zasieg kropli w przypadku osoby noszacej maske. Zatéz, ze natoze-
nie maseczki chirurgicznej zmniejsza predkosé¢ wykaszliwanych kropli 2-krotnid®} Czesto
mozna ustysze¢ opinie, ze maseczki chirurgiczne (bez filtra) nie zmniejszaja ryzyka zacho-
rowania. Czy i w jaki sposob opisany model odnosi si¢ do tej krytyki?

Zadanie 5 (ladowanie kondensatora)

Roéwnania rozniczkowe maja bardzo wazne zastosowanie w modelowaniu zmian napiecia i nate-
zenia pradu w czasie w obwodach elektrycznych. Rozwazmy obwdd ztozony z baterii (o napieciu
e), opornika (o oporze R), kondensatora (o pojemnosci C') oraz wlacznika (patrz Rysunek
ponizej). Celem w tym zadaniu bedzie sprawdzenie jak napiecie kondensatora Us(t) bedzie sie
zmienia¢ w czasie po zamknieciu obwodu (poprzez przycisniecie wtacznika).

Oznaczmy jako Ug(t) i Uc(t) spadek napiecia odpowiednio na oporniku i kondensatorze w
czasie t. Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa catkowity spadek napiecia w obwodzie musi by¢
rOwny napieciu na baterii:

€=UR+UC (3)

Zgodnie z prawem Ohma natezenie pradu I(t) przeptywajacego przez dany opornik mozna
wyrazi¢ jako iloczyn napiecia na danym oporniku i wartosci jego oporu. Zatem:

Ur
5 (4)

3Na podstawie: D. Talib and D. Drikakis. “On respiratory droplets and face masks.” Physics of fluids vol.
32,6 (2020)
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Rysunek 3: Obwéd RC

7 kolei prad przeptywajacy przez kondensator jest proporcjonalny do jego pojemnosci oraz

szybkodci z jaka zmieniamy napiecie pradu (wzor ten otrzymujemy rézniczkujac po czasie obie

strony wzoru () = CUs wprowadzanego na lekcjach fizyki, oraz wiedzac, ze I = %):

_dUe
I=C i (5)

Obwdd sktada sie z jednej petli, wiec przez wszystkie elementy uktadu przeptywa ten sam
prad.

1. Wykorzystaj powyzsze trzy réwnania, aby wyprowadzi¢ nastepujace réwnanie rézniczko-
we opisujace zmiane napiecia Ugs w czasie:

e _ U e

d¢ R R (6)

2. Zaltézmy, ze poczatkowo kondensator byt roztadowany, tzn. mozemy przyjaé warunek
poczatkowy Uq = 0. Sprobuj znalezé¢ rozwiagzanie postaci:

Uc(t) = a+be™ ¥
gdzie state a, b i d nalezy wyrazi¢ za pomocg parametrow R, C'i €.
3. Naszkicuj wykres U.(t).
4. Jeslie =12V, R=100Q2 i C = 1073F okresl:

(a) napiecie do jakiego kondensator moze zostaé¢ natadowany,
(b) po jakim czasie kondensator zostanie natadowany w 99%.

(c) jaki bedzie poziom natadowania kondensatora po uptywie czasu 7 = RC' sekund?

W jaki sposob mozna skrocié czas tadowania kondensatora?



2 Badanie stanéw stacjonarnych

2.1 Podsumowanie széstego wykladu

Czasem mozemy duzo dowiedzie¢ si¢ na temat rozwigzania réwnania rézniczkowego, nawet bez
koniecznosci jego znajdowania. Przydatnym pojeciem sa tak zwane stany stacjonarne, czyli
stany, w ktorych zmienne wystepujace w naszym réwnaniu nie zmieniajg sie w czasie.

Rozpatrzmy réwnanie logistycznie opisujace wzrost populacji przy ograniczonych zasobach
srodowiska:

dn n
—=kn(1- —) 7
Rl O "
gdzie n(t) to wielko$¢ populacji (np. krélikow) w czasie ¢, parametr k opisuje tempo wzrostu
populacji, a parametr N reprezentuje zasobnos$¢ srodowiska.

Stan stacjonarny tego uktadu znajdujemy szukajac wartosci n = n*, dla ktérych populacja

nie zmienia si¢ w czasie ‘é—’; =0, tzn. kiedy:

* n*
kn (1 N) =0
To réwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania n* =0 oraz n* = N.
To, do ktoérego stanu dojdzie nasz uktad mozemy zbadaé za pomoca tzw. metody graficz-
nej. Najpierw rysujemy funkcje %—Z, a nastepnie zaznaczamy strzaltka kierunek zmiany naszej
funkcji (funkcja maleje kiedy C(li—’z < 0 i rosnie kiedy %—’Z >0).

1.5

Zatem mozemy wyciagna¢ nastepujace wnioski:
1. Jesli bedziemy mieli mniej niz N krolikow to ich populacja bedzie rosna¢ az do N.
2. Jesli bedziemy mieli wigcej niz N krolikow to ich populacja bedzie spadac¢ az do N.

3. Jesli poczatkowo nie bedziemy mie¢ na tace zadnych krolikéw (N = 0) to ich liczba pozo-
stanie rowna 0.

Zwroémy uwage, ze jesli jestesmy w stanie stacjonarnym n* = N to przy malej zmianie po-
pulacji krolikow uktad wréci do tego samego stanu rownowagi. Taki stan stacjonarny nazywamy
stanem stabilnym. Natomiast w stanie stacjonarnym n* = 0 nawet mata zmiana populacji
krélikéw (np. pojawienie sie ”pierwszej pary”) spowoduje, ze uktad odejdzie od tego stanu
stacjonarnego (populacja krolikéw zacznie rosna¢). Taki stan stacjonarny nazywamy stanem
niestabilnym.



2.2 Zadania do széstego wykladu

Zadanie 6

Rozwazmy nastepujace rownanie rézniczkowe
dx
_ = x
= f()

gdzie funkcja f(x) zostata przedstawiona na ponizszych wykresach (kazdy wykres opisuje inne
réwnanie rézniczkowe). Dla kazdego rownania 1) wskaz wszystkie stany stacjonarne, 2) wyko-
rzystaj metode graficzna do opisania zachowania uktadu, i 3) okresl czy znalezione wczesniej
stany stacjonarne sa stabilne. Zaldz, ze poza zakresem zaznaczonym na wykresie funkcja jest
ciagla (nie przerywa sie) i nie ma miejsc zerowych.

Zadanie 7 (wycinka lasu)

W tym zadaniu sprobujemy zbadac prosty model populacji drzew w lasie, ktory podlega regu-
larnej wycince.

Wiemy, ze przy braku wycinki drzew wzrost populacji opisuje réwnanie logistyczne .
Dla uproszczenia zalézmy, ze k =11 N = 1 (ciekawostka: mozna to osiggnaé przez przeskalo-
wanie zmiennych wystepujacych réwnaniu). Zalézmy, ze drzewa sa Scinane w stalym tempie
okreslonym przez norme ustalong dla danego terenu. Otrzymamy w ten sposob nastepujacy
model:

dn
Ezn(l—n)—r (8)

gdzie z(t) oznacza gestosé¢ lasu w czasie ¢ (wyrazong jako utamek maksymalnej gestosci,
n=1), a r oznacza szybkosé¢ z jaka drzewa sa $cinane.

1. Sprawdz jakie sg mozliwe stany stacjonarne tego modelu.



. Postugujac sie metoda graficzng zbadaj jak model gesto$é¢ lasu zmienia sie kiedy czas

t dazy do nieskonczonosci w dwéch przypadkach: r < }l oraz r > i. Okredl czy stany

stacjonarne (jesli istnieja) sa one stabilne.

. Krétko podsumuj wnioski z tego modelu.

Zadanie 8 (hodowla ryb)

Liczebno$¢ populacji ryb P w czasie t w hodowli (stawie) jest okreslona réwnaniem

P(t)

[

0 =n(1-22) Pay-sP().

gdzie ry jest wspotczynnikiem rozrodczosci ryb, P, jest maksymalng liczbg ryb, jaka moze
pomiesci¢ staw (zwang pojemnoscia stawu), a 3 odsetkiem ryb, ktére sa odtawiane.

1.

Jaka wartosc¢ % odpowiada rozwiazaniu stacjonarnemu, czyli liczbie ryb w stawie, ktéra
jest stala (nie zmienia sie w czasie mimo rozmnazania i odtawiania)?

Staw miesci maksymalnie 10000 ryb, wspotczynnik rozrodczosci wynosi 0, 05, a odtawiania
0,04. Jakie jest rozwiazanie stacjonarne tego rownania?

. Dla jakich poczatkowych liczebnosci ryb w stawie ta liczba bedzie male¢, a dla jakich

rosnaC? Do jakiej wielkosci?

Odtawianie stato sie skuteczniejsze i podniosto sie do 0,05. Co to oznacza, jakie bedg tego
konsekwencje dla hodowli?

Zadanie 9 (rekordowy skok)

30 lipca 2016 roku Luke Aikins dokonat pierwszego w historii skoku z wysokosci ponad 7600 me-
tréow bez spadochronu, ladujac bezpiecznie w sieci roztozonej dla niego na ziemi. Polecam obej-
rze¢ to niesamowite dokonanie na YouTube pod adresem https://www.youtube.com/watch?
v=GaANi96Z-Wg&ab_channel=JeffBowron. Sprobujmy skonstruowa¢ model, ktory opisze jak
jego predkos¢ zmieniata sie w czasie. Zatozymy, ze samolot z ktorego wyskoczyt nie poruszat
sie wowczas wzgledem ziemi.

1. Przypusémy, ze jedyna sita jaka dziatata na Aikinsa to sita grawitacji. Oznacza to, ze jego

przyspieszenie zdefiniowane jako szybkos$¢ zmiany predkosci w czasie wynosi:

dv

E:g

gdzie g ~ 9.81ms~2 to przyspieszenie ziemskie. Sprébuj odnalezé funkcje v(t), ktora bedzie
speliaé to rownanie oraz warunek poczatkowy (zerowa predkosé w momencie wyskoku z
samolotu). Naszkicuj wykres okreslajacy jak predko$¢ v(t) zmienia sie w czasie t. Z jaka
predkoscia Aikins uderzytby w sie¢, jesli wiemy, ze jego lot trwal 121 sekund? Czy to
oszacowanie jest wiarygodne?


https://www.youtube.com/watch?v=GaANi96Z-Wg&ab_channel=JeffBowron
https://www.youtube.com/watch?v=GaANi96Z-Wg&ab_channel=JeffBowron

. Teraz zat6zmy bardziej realistyczny model, w ktorym poza przyspieszeniem ziemskim
dziala na niego op6r powietrza proporcjonalny do predkosci podniesionej do kwadratu (w
kierunku przeciwnym do jego predkosci). Oznacza to, ze jego przyspieszenie wynosi:

dv
= qg-kv?
ac I

gdzie k to wspotezynnik oporu powietrza (zalezny m.in. od jego gestosci i utozenia ciata
skoczka), ktory zatozymy, ze jest staly podczas lotu.

Narysuj wykres funkcji f(v) = g — kv? i znajdZ stan stacjonarny dla naszego modelu.
Co mozemy na podstawie metody graficznej wywnioskowaé¢ na temat predkosci Aikin-
sa? Oszacuj maksymalna predkos¢ jaka moze osiagnaé¢ zaktadajac k& = 0.0035. Sprobuj
naszkicowaé wykres predkosci v(t) jako funkcji czasu t.

. (zadanie trudniejsze) Pokaz, ze rozwiazaniem roéwnania z poprzedniego podpunktu jest
funkcja:

et -1
v(t) =a———
®) ebt +1
gdzie a i b to pewne state. Sprawdz jak zaleza one od wartosci k i g, oraz czy rozwiagzanie

spelnia warunek poczatkowy.

Co sie bedzie dzialo z predkoscia kiedy czas ¢ bedzie dazy¢ do nieskonczonosci? Jaka
predkos¢ osiggnaltby Aikins po 121 sekundach lotu? Przyjmij wartos¢ k = 0.001. Jak ma
sie ta liczba do oszacowan z podpunktu 1) i 2)7

. Wskaz potencjalne ograniczenia / nieuwzglednione czynniki w naszym modelu.

. (zadanie jeszcze trudniejsze) Jak nalezy zmodyfikowaé rozwiazanie szczegblne z po-
przedniego podpunktu, zeby odstaé¢ rozwigzanie ogdlne, tzn. takie, ktére uwzglednia do-
wolng predkos$¢ samolotu podczas skoku?

. (zadanie dla ambitnych) Na podstawie filmu https://www.youtube.com/watch?v=
GaANi96Z-Wg&ab_channel=JeffBowron narysuj rzeczywisty wykres przedstawiajacy pred-
kos¢ Aikinsa od czasu. Porownaj na wykresie model opracowany na ¢wiczeniach z danymi
z lotu (mozesz sprébowa¢ pomanipulowaé stata k, aby dosta¢ jak najbardziej zgodny wy-
nik. Do narysowania wykresu mozesz wykorzysta¢ Excel lub Pythona. Jesli wykonasz to
zadanie to pochwal sie nim na Discordzie na kanale Nauka/#Matematyka.
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https://www.youtube.com/watch?v=GaANi96Z-Wg&ab_channel=JeffBowron
https://www.youtube.com/watch?v=GaANi96Z-Wg&ab_channel=JeffBowron

3 Uklady dynamiczne z dwiema zmiennymi

3.1 Podsumowanie siédmego wykladu

Podobnie jak uktady rownan w szkole pozwalaja nam uwzgledni¢ wiecej niz jedng niewiado-
ma (liczbe), to uktady réownan rézniczkowych moga uwzgledniaé¢ wiecej niz jedng niewiadoma,
funkcje. Przyktadem moze by¢ model Volterry-Lotki (takze znany jako model drapieznik-ofiara),
ktory opisuje zmiane populacji drapieznika z(t) i populacji ofiary y(t) w czasie. Jest on opisany
nastepujacymi rownaniami:

dx
T =ax — bxy
(9)
dy =cry—d
dt y—-ay

Przyktadowe rozwigzania tego uktadu réwnan rézniczkowe obliczone numerycznie przedsta-
wia Rysunek [4]

301 —— Prey
Predator

25 1

N
o
L

=
v
1

population

fury
o
1

0 20 40 60 80 100
time

Rysunek 4: Przykladowe rozwigzanie modelu ofiara-drapieznik (Zrédlo: https://en.
wikipedia.org/wiki/Lotka’E2780%93Volterra_equations).

Uktady dwoch réwnan rozniczkowych maja podobne wtasnosci do pojedynczych réwnan
rozniczkowych. Warto jednak zwroci¢ uwage na to, ze:

e Do znalezienia rozwigzania szczegdlnego musimy okresli¢ dwa warunki poczatkowe - war-
tos¢ x(0) (u nas poczatkowa liczbe ofiar) oraz wartosé y(0) (u nas poczatkowa liczbe
drapieznikéw).

e Stany stacjonarne tego uktadu sa to stany, w ktérych zadna ze zmiennych uktadu x(t) i

. L . . , do _ dy _
y(t) nie zmienia si¢ w czasie, tzn. kiedy zaréwno §F =0 oraz 3¢ = 0.

e Rozwiazanie uktadu dynamicznego moze 1) rosnaé¢/maleé nieograniczenie, tak jak w mo-
delu , 2) zbiega¢ do stanu stacjonarnego, tak jak w modelu ([7]), lub 3) tworzy¢ zamknie-
te orbity, tak jak w modelu @D Istnieje tez jeszcze jedna mozliwosé, o ktérej dowiecie sie
na wyktadzie 8.
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3.2 Zadania do si6édmego wykladu
Zadanie 10 (jeze i krety)

Na pewnej tace zyly ze soba jeze i krety. Cho¢ swoja obecnoscig sie za bardzo nie przejmowaly, to
wiecznie wojowaly o gtowny sktadnik pozywienia dla obu gatunkéw - dzdzownice, ich ulubiony
przysmak. Niestety jak zaczynato ich brakowaé¢ to jezom i kretom cigzko byto wykarmi¢ swoje
potomstwo.

Chcac dowiedzie¢ sie, czy oba gatunki moga razem ze sobg wspotzy¢ skonstruujemy model,
ktéry opisze jak zmienia sie populacja jezy x(t) i kretéw y(t) w czasie. Model mozna opisaé
nastepujacymi rownaniami:

%:x(l—x—ay)
dy

Y y(1-y-b
3 - YLy -ba)

gdzie a, b,r sg pewnymi dodatnimi staltymi parametrami.

1. Znajdz wszystkie mozliwe stany stacjonarne tego modelu oraz interpretuj je w kontekscie
populacji jezy i kretéw. Zaznacz znalezione stany stacjonarne na wykresie x vs y.

2. Jaki warunek (lub warunki) musiatby by¢ spetniony, zeby oba gatunki mogly ze soba
wspotzy¢ na tace?

3. (zadanie dla ambitnych) Czy stan stacjonarny, w ktérym oba gatunki wspoélzyja, jest
stabilny? Zbadaj oba mozliwe przypadki.

Wskazowka: Narysuj na diagramie z rysunku pierwszego linie na ktorych ‘é—f =01 dd—lz =0,
a nastepnie okresl czy x 1y bedzie rost czy male¢ w czasie w kazdym z regionow. Na
podstawie kierunku zmiany x i y mozesz sprobowac wywnioskowac czy populacja jezy i
kretow bedzie sie zblizac¢ do danego stanu stacjonarnego czy oddalaé.

Zadanie 11 (ciezarek na sprezynie)

W tym zadaniu zbudujemy model dynamiczny opisujacy ruch woézka/ciezarka na sprezynie.
Na poczatku rozwazmy wozek znajdujacy sie na poziomym stole, przymocowany za pomoca
sprezyny do Sciany (patrz Rysunek ) Zatozmy, ze miedzy wozkiem a stotem nie wystepuje
tarcie.

Zgodnie z tzw. prawem Hooka miedzy sita dziatajaca na ciezarek jest proporcjonalna do
odchylenia cigzarka z punktu rownowagi. Zgodnie z drugg zasada dynamiki Newtona mamy:

ma = —kx (10)

Zwroémy uwage, ze przyspieszenie jest zdefiniowane jako szybkosé zmiany predkosci w cza-
sie, a predkos¢ jako szybkos$¢ zmiany potozenia w czasie. Zapisujac to w postaci pochodnych
mamy:

dv
. 11
il (11)
dx
- 12
il (12)
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Rysunek 5: Uktad do zadania ”Ciezarek na sprezynie”

. Pokaz, ze druga zasade dynamiki Newtona mozna zapisa¢ jako:

dv k

— -2 13

dt m (13)
Tym samym wraz z réwnaniem % = v otrzymujemy uktad dwéch réwnan rézniczkowych

dt
na x(t) i v(t).
. Zmajdz stan stacjonarny dla tego uktadu.

. Pokaz, ze catkowita energia uktadu:

1 1
E= §m112 + §kx2 (14)

spelia zasade zachowania energii, tzn. nie zmienia si¢ w czasie.

. Rozwazmy m =k = 1 (jest to mozliwe poprzez odpowiednie przeskalowanie x(t) i v(t)).
Na podstawie rownania naszkicuj na wykresie fazowym x od v mozliwe trajektorie
dla naszego uktadu. Zinterpretuj zachowanie uktadu stownie.

. (rozszerzenie 1) Rozwaz istnienie sity oporu proporcjonalnej do predkosci poruszania
sie ciata (i przeciwnym kierunku). Skonstruuj model dynamiczny opisujacy te sytuacje.
Pokaz, ze catkowita energia uktadu bedzie malata w czasie. Opisz stownie jak wptynie to
na zachowanie uktadu.

. (rozszerzenie 2) Rozwaz ciezarek zawieszony w powietrzu na pionowej sprezynie bez
oporéw powietrza (patrz Rysunek ) Skonstruuj model dynamiczny opisujacy te sytu-
acje. Zapisz rownanie na energie catkowita uktadu dodajac do niego energie potencjalng
mgh, oraz pokaz, ze nie zmienia si¢ ona w czasie.
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Zadanie 12 (model bitwy)

Kluczowym elementem przy opracowywaniu strategii wojennych jest umiejetne oszacowanie
mozliwych strat na wypadek konfliktu militarnego, a skutki zlego oszacowania przewagi mili-
tarnej dobitnie wida¢ po ostatnich wydarzeniach za wschodnig granica.

Sprobujemy opracowa¢ bardzo prosty model opisujacy skutek starcia dwoch armii o liczeb-
nosci xg i yo, zaktadajac roéwng mozliwosé bojowa zotnierzy po obu stronach. Zatozenie to nie
reprezentuje dobrze charakteru wspotczesnych konfliktow zbrojnych, ktére sa mocno asyme-
tryczne, ale moze dobrze obrazowa¢ pewne historyczne bitwy czy bitwy w bardziej kontrolowa-
nym $rodowisku, na przyktad grach komputerowych

W takim uproszczonym scenariuszu mozemy zatozy¢, ze szybkos$é strat po kazdej stronie
konfliktu jest proporcjonalna do liczby zolnierzy po przeciwnej stronie. Matematycznie mozemy
to zapisa¢ nastepujaco:

dz
=k
a Y
dy
=7k
a

gdzie x(t) okredla liczbe zolierzy zdolnych do walki po stronie X w czasie t, a y(t) liczbe
zomierzy zdolnych do walki po stronie Y. Stata k okresla szybkos¢ z jaka zolierzy jednej armii
pokonuja zoierzy przeciwnika. My dla uproszczenia zatozymy w dalszej czedci zadania, ze
k=1, gdyz stata k wplywa tylko na czas bitwy, a nie na jej wynik koncowy (patrz podpunkt
5).

1. Pokaz, ze rozwigzanie powyzszego uktadu rownan rozniczkowych jest:
z(t) = Cret + Cye™
y(t) = Cse’ + Cye™
Wyznacz zaleznos¢ miedzy C i C5 oraz miedzy C5 i C).

2. Wyznacz warto$é statych, dla ktérych spelniony bedzie warunek poczatkowy x(0) = xg
oraz y(0) = yo.
3. Wyznacz dtugosé bitwy przy zatozeniu, ze strona Y ma przewage liczebna, tzn. yy > .

Zatoéz, ze bitwa skonczy sie kiedy po stronie X nie pozostanie zaden zotnierz zdolny do
walki.

4. Pokaz, ze liczba zolnierzy zdolnych do walki pozostanie po stronie Y po zakonczeniu bitwy
WYynosi:

y(T) =y -

Z rownania tego plynie ciekawy wniosek: kwadrat liczby zotnierzy pozwala lepiej okresli¢
site armii niz sama ich liczba. Na przyktad jedna duza armia ma porownywalny potencjat
do czterech dwukrotnie mniejszych armii, przez co ciezko jest prowadzi¢ wojne na zbyt
wielu frontach jednoczesnie (co pokazaly liczne konflikty zbrojne historyczne i wspétcze-
sne).

Bardzo ciekawa jest tez zbieznos¢ powyzszego rownania z twierdzeniem Pitagorasa.
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5. (dla chetnych) Pokaz, ze stala k wystepujaca w rownaniach, nie wplywa na koncowa
liczbe strat po kazdej stronie.

6. (dla ambitnych) Sprébuj rozszerzy¢ model tak, zeby uwzgledniat inna mozliwos$¢ bojowa
po obu stronach (np. lepiej wyszkolonych i bardziej zmotywowanych zolnierzy po jednej
stornie konfliktu) oraz przeanalizowaé wnioski z niego ptynace.
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4 Proponowane zadania domowe

Uwaga: Ponizsze zadania sa proponowane jako zadania domowe, ale prowadzacy moze wy-
bra¢ inne zadania jak praca domowa i zaproponowaé inny rozktad punktacji. Mozecie oddac
prowadzacemu rozwigzania wszystkich lub tylko czesci zadan domowych. Maksymalna liczba
punktéw, ktorg mozna zdoby¢ w kazdym tygodniu wynosi 6. Powodzenia!

Zadanie 13 (1 punkt)

Pokaz, ze ogélnym rozwigzaniem réwnania

dz 9
E =X
jest funkcja
1
t) = —
o(t) = —

Nastepnie wyznacz stala ¢ zaktadajac warunek poczatkowy z(0) = 1. Opisz stownie (mozesz
wspomoéc sie wykresem) zmiane funkcji x(t) w czasie.

Zadanie 14 (rozpad promieniotwérczy) (2 punkty)

Pierwiastki promieniotwoércze (np. uran) podlegaja samorzutnemu rozpadowi promieniotwoér-
czemu. Liczba pierwiastkéw, ktore ulegajg rozpadowi na jednostke czasu, jest proporcjonalna
do ich liczby. Zmiane ilodci pierwiastkow promieniotworczych n(t) w czasie ¢ mozna opisaé za
pomoca nastepujacego rownania roézniczkowego:

dn
— =-\n
dt
1. Znajdz (metoda przez zgadniecie) rozwiazanie tego réwnania, zaktadajac, ze poczatkowo
liczba pierwiastkéw wynosi n(0) = ng. Sprawdz znalezione rozwigzanie.
Wskazowka: poréwnaj to rownanie rozniczkowe z modelem przedstawionym na czwartym wykia-

dzie opisanym rownaniem na stronie .

2. Czas polowicznego rozpadu Tj/, okredla czas po jakim polowa poczatkowej liczby pier-
wiastkow ulegnie rozpadowi. Wyraz ten czas za pomoca parametru .

Zadanie 15 (prad plynacy przez zwojnice) (3 punkty)

W podobny sposéb, co w zadaniu z kondensatorem, mozna wyznaczy¢ I(t) dla uktadu szere-
gowego polaczenia opornika i cewki (zwojnicy). Rozwazmy obwdd jak na rysunku |§] ponizej.
Celem zadania jest znalezienie, w jaki sposob zmienia sie natezenie pradu w czasie w obwodzie,
po zamknieciu wtacznika.

Oznaczmy spadek napiecia na oporniku jaki Ugr(t) a na zwojnicy jako U (t). Zgodnie z
drugim prawem Kirchhoffa catkowity spadek napiecia w oczku obwodu musi by¢ rowny zero:

e-Ugr(t)-UL(t)=0
UR(t)+UL(t) =€ (15)
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Z prawa Ohma, mozemy wyznaczy¢ napiecie na oporniku:

Ugp=1IR (16)
7 kolei zaleznos¢ pradu i napiecia na zwojnicy opisuje rownanie roézniczkowe:
dl
Up=L— 17
T (17)

gdzie wartos¢ L to charakterystyczna warto$¢ elementu, zwana induktancja i wyrazana w
Henrach ozn. H.
Obwad sktada sie z jednej petli, wiec przez wszystkie elementy uktadu ptynie ten sam prad.

1. Wykorzystaj powyzsze trzy rownania aby wyprowadzi¢ nastepujace réwnanie rézniczkowe
opisujace przebieg natezenia I(t) w czasie:

I
LY —c_IR
@ °

2. Zalézmy, ze poczatkowo przez uklad nie ptynal zaden prad (przelacznik byt otwarty).
Mozemy przyjaé¢ warunek poczatkowy (¢ = 0) = 0. Sprébuj znalezé rozwiazanie w postaci:
I(t) = a+be
gdzie state a,b, c nalezy wyrazi¢ za pomocg parametréw R, L oraz e.
3. Naszkicuj przebieg I(t)

4. Przyjmij wartosci elementéw w obwodzie ¢ = 10V, R = 1kQ i L = 1uH (p=1073) oraz
okresl:

(a) maksymalny prad jaki moze ptynaé przez obwdd,
(b) po jakim czasie prad ptynacy przez cewke wyniesie okoto 63% maksymalnego pradu.

Co odpowiada za wartos¢ maksymalnego pradu ptynacego w obwodzie? Jak zachowuje sie
zwojnica, gdy t — oo 7 Patrzac na rozwigzanie zadania z kondensatorem, jak zachowuje
sie kondensator gdy t — oo 7
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Zadanie 16 (2 punkty)

Rozwazmy nastepujace roéwnanie rézniczkowe
dx
_ = x
= f(@)

gdzie funkcja f(z) zostata przedstawiona na ponizszych wykresach (kazdy wykres opisuje inne
rownanie rézniczkowe). Dla kazdego rownania 1) wskaz wszystkie stany stacjonarne, 2) wyko-
rzystaj metode graficzna do opisania zachowania uktadu, i 3) okresl czy znalezione wczesnie]
stany stacjonarne sg stabilne. Zaldz, ze poza zakresem zaznaczonym na wykresie funkcja jest
ciagla (nie przerywa sie) i nie ma miejsc zerowych.

1.2 2.5
1
0.8

0.6

Zadanie 17 (2 punkty)

Rozwazmy uktad dynamiczny opisany rownaniem:
d
£ = flwir) =r-a’
1. Narysuj wykres funkcji f(z;7r) dlar>01ir<0

2. Znajdz stany stacjonarne powyzszego rownania.

3. Uzywajac metody geometrycznej opisz co bedzie dziato sie z uktadem kiedy czas ¢ bedzie
dazy¢ do nieskonczonosci.

4. Okresl czy znalezione stany stacjonarne sa stabilne.

Zadanie 18 (wy$cig zbrojen) (3 punkty)

Relacje miedzynarodowe réwniez mozna opisywac za pomocag uktadéw dynamicznych. Przypu-
$émy, ze chcemy zamodelowaé tzw. potencjal wojenny (z ang. war potential) bedacy dodatnia
wielkoscig okreslajacag gotowos¢é panstw na wybuch wojny, dla dwoch wrogich wobec siebie
panstw A i B. Mozemy opisa¢ zmiane potencjalu wojennego za pomoca nastepujacego modelu:

dx .

— =Iy-T+a
a e 4
dy

-y + bz
dr Yo~ Y

gdzie stale parametry a i b okreslaja jak szybko dane panstwo moze uzbroié¢ sie w odpowiedzi
na zagrozenie z zewnatrz.
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1. W obliczu braku zewnetrznego zagrozenia (a = 0 i b = 0), kazde panstwo ma pewien
podstawowy potencjatl wojenny. Oszacuj ten stan stacjonarny i okresl czy jest stabilny.

2. Przy obecnosci wzajemnego oddzialywania miedzy panstwami, nast¢puje rozwinigcie po-
tencjatu wojennego. Znajdz nowy stan stacjonarny oraz okresl jaki warunek musi by¢
spetniony, zeby taki stan istnial. Co sie stanie z ukladem jesli niniejszy warunek nie
bedzie spetniony?

3. Zaktadajac, ze stan stacjonarny istnieje, pokaz, ze potencjal wojenny kazdego z panstwa
jest w nim wigkszy niz potencjat wojenny przy braku zagrozenia zewnetrznego.

Zadanie 19 (1 punkt)

Rozwazmy model epidemii SIR z ésmego wyktadu:

ds
=2 - _3SI
i
dr
. BST—~T
7 54 v
dR
' _~IR
a !

Zaproponuj modyfikacje powyzszego modelu, ktéra uwzgledni to, ze uodpornione osoby
moga straci¢ swoja odpornosé.

Zadanie 20 (3 punkty)
Rozwazmy model epidemii SIR, ktory uwzglednia dynamike populacji:

s
= \N=uS-38SJ
= A-pS-pS
a7

— =BSI—~I-ul
” B v —p

dR
— =yl -uR
d T H

Poza dynamika znang z wyktadu nt. modelowania epidemii, model ten uwzglednia staty
naturalny przyrost oséb zdrowych w populacji A, oraz stalg naturalng Smiertelnos¢ taka sama
dla oséb podatnych, zarazonych i ozdrowiatych. Zaldz, ze wszystkie parametry modelu (A, u,
(1) sa dodatnie.

1. Znajdz mozliwe stany stacjonarne tego modelu, podaj warunki ich wystepowania.

2. Poréwnaj znalezione stany stacjonarne powyzszego modelu ze stanem stacjonarnym dla
standardowego modelu SIR (bez dynamiki populacji) wyprowadzonym podczas 7. wykta-
du. Objasnij stownie zaobserwowane roéznice miedzy tymi modelami.
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